TD 2 : Nombres complexes et trigonométrie

Module et écriture algébrique‘

Exercice 1: Déterminer I’écriture algébrique des nombres complexes suivants

. _3+6i o 1+i2+3+ﬁi L. _ 2451 25
T >~ \2-i) T34 E T T
Exercice 2: Egalité du parallélogramme
Montrer que V(a,b) € C?, |a|?> + [b]? = 1(la — b]* + |a + b[?).
. 142
Exercice 3: Pour z € C\ {1} , on pose Z = T
-z
Montrer que
1. ZeU& z€iR 2. Z€eiR& 2€U
Trigonométrie
Exercice 4: Soit 6 € R.
1. Linéariser les expressions suivantes : sin?(6)cos?(0) et sin®(36).
2. Exprimer cos(460) comme un polynéme en cos(6).
Exercice 5:
3,4
Soient z; = —34+1v3, 20 = V2+1iV6 et 23 = /8 —iv/8. On pose Z = %.
%2

1. Ecrire z1, 29 et z3 sous forme trigonométrique.
2. En déduire une forme trigonométrique de Z.

3. Déterminer la forme algébrique de Z.

Exercice 6: Soit z € C. Donner une forme trigonométrique des complexes :

1. z 2. —2 3. iz

Exercice 7: Soit § € R. On pose t = tan (g)
1. A quelle condition t est-il bien défini ?

2. Lorsque cette condition est remplie, exprimer cos(#), sin(f) et tan(f) en
fonction de ¢ uniquement.
On doit obtenir des fonctions rationnelles de t, c’est-a-dire des fractions
dont le numérateur et le dénominateur sont des polynomes en t.

Représentation géométrique‘

Exercice 8: Déterminer, par le calcul puis géométriquement, les nombres
complexes z de module 1 tel que |z + 1| = 1.

Exercice 9:
Déterminer I’ensemble des points du plan dont affixe z € C\{1} vérifie :

z
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1. e R. 2. € iR.

z
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Exercice 10: Déterminez ’ensemble des complexes z tels que le triangle

formé par les points d’affixe z, 22 et 23 soit isocele.

Exercice 11: Soient A, B et C trois points du plan d’affixe z4, zp et z¢.

Montrer que le triangle ABC est équilatéral si, et seulement si :

2A+jzp+P2c=00uza+ iz +j2c =0
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’Equations et racines‘ Exercice 18: On note w = e , a = w + w* et b = w? + w3.

Exercice 12: Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C. 1. Expliciter Us en fonction de w.

1 23— (1+i)22+(-6+1i)2+6i=0 2. Montrer que a et b sont réels et précisez leur valeur.
2. 23 — (14 5i)22 + (=6 +5i)2+6 =0 3. Montrer que 1+ w + w? + w? + w? = 0.
3. 22 —2(1+2)22 + (9 —4)z+5(1—-i) =0 4. Montrer que a et b sont solutions de I'équation z? + z — 1 = 0.

5. En déduire cos (%”) puis sin (%’r)
Exercice 13: Déterminer les nombres complexes z; et zo tels que :

21+ 29 =5 — 14i et 2120 = —2(12 + 5i) Exercice 19: Résoudre les équations et inéquations suivantes :
14 1. cos(z) = § 7. tan(r) = tan(2z)

Exercice 14: Déterminer les racines carrées de /3 e utilisant uniquement

. . 2 sjn(x) = —% 8. COS(ZC) < —g
1. des écritures algébriques ;
3. tan(z) = —@ 9. sin(z) > %2
2. des écritures trigonométriques. )
4. cos(x) + sin(z) =0 10. tan(z) > /3
En déduire les valeurs de cos(g) et sin(g). _
5. cos(z) = — cos(2x) 11. cos(x) +sin(z) < 0
Exercice 15: Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C. 6. cos(z) — v/3sin(z) = 1 12. cos(z) < — cos(2x)

1. 22 =2iz24+2—-4i=0

”I‘ransformations du plan‘

2. 204+ (2i-1)22-1-i=0

3. (z+41)"—(z—=1)"=0ouneN* Exercice 20: Expliciter les transformations d’écriture complexe suivantes :

1. irz—2z+141i 2. forz— 224141 3. fg:Z'—)G%Z
Exercice 16:

1. Trouvez les racines quatriemes du complexe 2 + iv/12. Exercice 21:

. Donner des écritures complexes des transformations du plan suivantes :
2. Trouvez les racines n'*™¢ du complexe 1 +1i ou n € N*,
1. La translation ¢ de vecteur @ de coordonnées (3, —4).

Exercice 17: Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C. 2. L’homothétie h de centre A de coordonnées (1,1) et de rapport 3.
Loe=] 3. La rotation r de centre A de coordonnées (1,1) et d’angle §.
2. I_T_Z = e pour 6 e R. 4. La composée roh.
i+ z
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